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CONCOURS INGÉNIEURS STATISTICIENS ÉCONOMISTES

ISE Option Mathématiques

Corrigé de la 1ère COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES

Le sujet est constitué d’un problème d’analyse et d’un problème d’algèbre linéaire indépendants.
Tout résultat donné dans l’énoncé pourra être admis dans les questions suivantes. Le plus grand
soin sera apporté à la rédaction et à la présentation des résultats.

1 Problème d’analyse

On désigne par I l’intervalle [1,+∞[ ; on note E l’espace vectoriel des fonctions continues et
bornées sur I à valeurs réelles, et C1(I,R) l’espace vectoriel des fonctions de classe C1 sur I à valeurs
réelles.

On fixe un réel a > 0.
Si f est un élément de E, on dit qu’une fonction y de C1(I,R) est solution du problème (Ef )

si :
∀x ∈ I, y′(x)− ay(x) + f(x) = 0

L’objectif du problème est de montrer qu’à tout élément f de E, on peut associer une unique
solution g de (Ef ) bornée sur I, puis d’étudier l’application U : f 7→ g.

1. (a) On considère f ∈ E et y ∈ C1(I,R). Ecrire la dérivée de x 7→ e−axy(x) et en déduire que
y est solution du problème (Ef ) si et seulement si il existe K ∈ R tel que :

∀x ∈ I, y(x) = eax
(
K −

∫ x

1
e−atf(t)dt

)
.

Posons h(x) = e−axy(x). On a h′(x) = −e−axf(x), donc il existe K tel que h(x) =

K −
∫ x

1
f(t)e−atdt. La réciproque est immédiate.

(b) Montrer que, s’il existe une solution de (Ef ) bornée sur I, celle-ci est unique.
Avec l’écriture précédente, en notant y1 et y2 deux solutions bornées, on a

yi = eax
(
Ki −

∫ x

1
e−atf(t)dt

)
pour i ∈ {1, 2}. Ainsi y1(x) − y2(x) = eax(K1 − K2). Si K1 6= K2, en faisant tendre
x→ +∞ on a une contradiction avec le caractère borné.

(c) Vérifier la convergence de l’intégrale

∫ +∞

1
e−atf(t)dt.

|f | étant bornée par un réel M , et a > 0, on a 0 ≤ |f(t)|e−at ≤ Me−at. Le théorème
usuel de comparaison permet de conclure.
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(d) Montrer que g : x 7→ eax
∫ +∞

x
e−atf(t)dt est l’unique solution de (Ef ) bornée sur I.

Soit g l’unique solution bornée. Il existe K tel que g(x) = eax
(
K −

∫ x

1
e−atf(t)dt

)
. En

faisant tendre x→ +∞, l’unique valeur de K ne conduisant pas à une limite infinie est

K =

∫ +∞

1
e−atf(t)dt. Il reste à vérifier que cette quantité est effectivement bornée (en

majorant |f | par M dans l’intégrale par exemple).

Dans la suite du problème, si f ∈ E, on note U(f) la fonction g obtenue à la question d).

2. (a) Expliciter U(f) dans le cas où f = 1.

Un calcul évident donne U(1) =
1

a
.

(b) Montrer que U est un endomorphisme de E.
U est clairement linéaire et à valeurs dans E, d’après l’expression intégrale en 1.d.

(c) U est-il injectif ?
Oui, en étudiant le noyau : si g = U(f) = 0, alors l’intégrale est nulle pour tout x. Donc
f est nulle.

(d) On définit les puissances successives de U par U0 = IdE et si n ∈ N∗, Un = Un−1 ◦ U .

Montrer que, pour tout entier naturel n, Un+1(f) est la fonction : x 7→ eax
∫ +∞

x

(t− x)n

n!
e−atf(t)dt.

On procède par récurrence, à l’aide d’une intégration par parties, en écrivant

Un+1(f)(x) = Un(U(f))(x) = eax
∫ +∞

x

(t− x)n−1

(n− 1)!
e−atU(f)(t)dt.

La dérivée de e−atU(f)(t) est −ae−atU(f)(t) + e−at(aU(f)(t)− f(t)) = −e−atf(t) et on

primitive
(t− x)n−1

(n− 1)!
. Les termes intégraux de l’intégration par parties

[
(t− x)n−1

(n− 1)!
e−atf(t)

]+∞
x

sont nuls en t = x et en t = +∞ par le caractère borné de f .

3. (a) Pour k un nombre réel positif, et fk : x 7→ e−kx, expliciter U(fk).

Un calcul évident donne U(fk) =
1

a+ k
fk.

(b) En déduire que pour tout λ ∈]0,
1

a
], ker(U − λIdE) 6= {0}.

k 7→ 1

a+ k
est une bijection de R+ sur ]0,

1

a
]. Donc pour tout λ ∈]0,

1

a
] il existe un k ≥ 0

tel que λ =
1

a+ k
. On conclut avec la question précédente : U(fk) = λfk.

(c) Pour tout n ∈ N, expliciter Un(fk). En déduire pour x ∈ I : lim
n→+∞

[Un(fk)](x)

Immédiatement par récurrence on obtient Un(fk) =
1

(a+ k)n
fk. Pour x ∈ I fixé, la

limite est donc nulle quand n→ +∞ car fk est bornée.
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4. Pour tout n ∈ N, on considère la fonction de E définie par : ϕn : x 7→ xne−x. On note
ψn = U(ϕn).

(a) Pour n ≥ 1, établir une relation entre ψn, ϕn et ψn−1.
A l’aide d’une intégration par parties,

ψn(x) = eax
∫ +∞

x
e−attne−tdt = eax

[
−1

a+ 1
e−attne−t

]+∞
x

+
n

a+ 1
eax
∫ +∞

x
e−attn−1e−tdt.

Toutes les intégrales étant convergentes, il vient :

ψn(x) =
1

a+ 1
(ϕn(x) + nψn−1(x)).

(b) Soit p ∈ N. Montrer que le sous-espace vectoriel Fp de E engendré par (ϕ0, . . . , ϕp) est
stable par U et admet pour base (ϕ0, . . . , ϕp).
On montre la stabilité par récurrence sur p grâce à la question précédente : c’est immédiat
pour p = 0. Et comme ψp est combinaison linéaire de ϕp et de ψp−1, il appartient à
V ect(ϕ0, . . . , ϕp−1).

De plus, la famille (ϕ0, . . . , ϕp) est libre : on utilise pour cela la liberté d’une famille de
polynômes échelonnée en degrés.

(c) On prend ici p = 2. Ecrire dans la base (ϕ0, ϕ1, ϕ2) de F2 la matrice T2 de l’endomor-
phisme U restreint à F2.

On a ψ0 = T2(ϕ0) =
1

1 + a
ϕ0, ψ1 = T2(ϕ1) =

1

a+ 1
ϕ1 +

1

(a+ 1)2
ϕ0 et ψ2 = T2(ϕ2) =

1

a+ 1
ϕ2 +

2

a+ 1
ψ1 =

1

a+ 1
ϕ2 +

2

a+ 1

(
1

a+ 1
ϕ1 +

1

(a+ 1)2
ϕ0

)
. Il vient :

T2 =


1

a+ 1

1

(a+ 1)2
2

(a+ 1)3

0
1

a+ 1

2

(a+ 1)2

0 0
1

a+ 1

 .

5. (a) Pour f ∈ E, montrer que |U(f)| ≤ U(|f |).
Immédiat avec la question 1.d. par inégalité triangulaire (toutes les intégrales convergent).

(b) On suppose que ϕ appartient à E et est à valeurs positives. Montrer que ψ = U(ϕ) est
à valeurs positives.
Immédiat par positivité de l’intégrale.

(c) Si de plus ϕ est décroissante, montrer que aψ ≤ ϕ puis que ψ est décroissante.

Si ϕ décroit, alors ψ(x) ≤ ϕ(x)eax
∫ +∞

x
e−atdt. D’où aψ(x) ≤ ϕ(x). Ainsi, comme

ψ′(x) = aψ(x)− ϕ(x), il vient ψ′(x) ≤ 0, donc ψ décroit.

6. On note E1 = {f ∈ E ∩ C1(I,R) : f ′ bornée sur I} et D l’application qui à f ∈ E1 associe
f ′ .
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(a) Pour f ∈ E1, montrer que aU(f) = f + U(f ′).
Une intégration par parties donne le résultat (toutes les intégrales étant convergentes).

U(f ′) = eax
∫ +∞

x
e−atf ′(t)dt = eax

[
e−atf(t)

]+∞
x

+ aeax
∫ +∞

x
e−atf(t)dt.

(b) En déduire que pour tout f ∈ E1, D(U(f)) = U(D(f)).
On remarque que U(f ′) = U(D(f)) et D(U(f)) sont toutes deux égales à aU(f) − f
(d’après l’équation différentielle initiale).

7. Dans cette question, f est un élément de E, à valeurs positives, tel que

∫ +∞

1
f(t)dt converge.

On note F : x 7→
∫ x

1
f(t)dt, g = U(f) et G : x 7→

∫ x

1
g(t)dt.

(a) Vérifier que G′ − aG = −F + g(1).
Avec G′(x) = g(x) et à partir de l’équation différentielle initiale qui fournit l’égalité :

g′(t)− ag(t) + f(t) = 0

on a le résultat en l’intégrant entre 1 et x. Toutes les intégrales sont convergentes car f ,
g et g′ sont bornées.

(b) Justifier que la fonction F est un élément de E, et montrer qu’il existe un réel C tel que,
pour tout x ∈ I,

G(x) = Ceax + [U(F )](x)− g(1)

a

f étant à valeurs positives, on a pour tout x ∈ I : 0 ≤ F (x) ≤
∫ +∞

1
f(t)dt. Donc F est

continue comme primitive de f et bornée.

En utilisant la première question, comme G est solution de

G′ − aG+ (F − g(1)) = 0

il existe deux réels KF et KG tels que :

G(x) = eax
(
KG −

∫ x

1
e−at(F (t)− g(1))dt

)
= (KG −KF )eax + eax

(
KF −

∫ x

1
e−atF (t)dt

)
+ eax

∫ x

1
e−atg(1)dt

= (KG −KF )eax + [U(F )](x) + g(1)eax
e−ax − e−a

−a

=

(
KG −KF +

g(1)e−a

a

)
eax + [U(F )](x)− g(1)

a
.

On a donc C = KG −KF +
g(1)e−a

a
.
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(c) Vérifier que la fonction x 7→ G(x)

x
est bornée sur I.

On a la relation −aG(x) = −F (x)−g(x)+g(1). Comme F et g sont bornées, pour x ≥ 1,
F (x) + g(x)− g(1)

ax
est bornée.

(d) En déduire que C = 0 et que G = U(F )− g(1)

a
.

La seule valeur possible de C ne conduisant pas à une limite infinie dans la décomposition
de la question 7.b est C = 0.

(e) Montrer que

∫ +∞

1
g(t)dt est une intégrale convergente.

F étant bornée, U(F ) aussi. Par conséquent G est bornée, l’intégrale

∫ x

1
g(t)dt est donc

bornée. Comme c’est l’intégrale d’une fonction positive, elle est croissante bornée donc
convergente quand x→ +∞.

2 Problème d’algèbre

Dans tout le problème, N désigne l’ensemble des entiers naturels, n un entier naturel supérieur
ou égal à 1, R le corps des réels et C le corps des complexes. Si K = R ou C, on note Mn(K)
l’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n à coefficients dans K.

On identifie un vecteur de Kn avec le vecteur colonne de ses composantes dans la base canonique
de Kn. On peut définir l’endomorphisme fM canoniquement associé à M ∈Mn(K) par :

fM :
Kn → Kn

x 7→ Mx

On note Ker(fM ) et Im(fM ) respectivement le noyau et l’image de fM . On note 〈·, ·〉 le produit
scalaire canonique et ‖ · ‖ la norme associée.

Le problème est constitué de deux parties qui pourront être traitées de manière indépendante.

2.1 Première partie

Si λ est une valeur propre d’une matrice M ∈Mn(K), on note Eλ le sous-espace propre de Kn

associé à la valeur propre λ, c’est-à-dire le noyau de l’endormorphisme associé à la matrice M−λIn
noté Ker(M − λIn) où In est la matrice identité d’ordre n. Ainsi

Eλ = {x ∈ Kn : Mx = λx} = Ker(M − λIn).

On note alors σ(M) le spectre de M , c’est-à-dire l’ensemble de ses valeurs propres complexes.
Et ρ(M) le rayon spectral de M , c’est-à-dire le plus grand module des valeurs propres de M .

1. Dans cette question, on pose n = 2 , K = R et on définit la fonction F sur R2 à valeurs dans
R de la façon suivante pour tout x = (x1, x2) ∈ R2,

F (x) =
1

2
〈Ax, x〉 − 〈b, x〉.
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où

A =

(
2 −1
−1 5

)
et b =

(
1
4

)
(a) Justifier que la fonction F est de classe C1 sur R2.

C’est une fonction polynomiale en les coordonnées.

(b) La fonction gradient de F est notée ∇F . Montrer que ∀y ∈ R2, ∇F (y) = Ay − b.
Comme A est symétrique, on a 〈Ax, h〉 = 〈Ah, x〉, d’où

F (x+ h)− F (x)− 〈∇F (x), h〉 =
1

2
〈Ah, h〉

qui est bien une fonction o(h).

(c) En déduire que la fonction F admet un unique point critique sur R2.
Si F admet un point critique y alors ∇F (y) = 0. Or A est inversible, donc l’unique
solution est y = A−1b = (1, 1).

(d) Écrire le développement limité de F en ce point critique.
Comme F est quadratique, le développement limité s’arrête à l’ordre 2. Avec HF la
matrice Hessienne de F , on a donc

F (x) = F (y) + 〈∇F (y), x− y〉+
1

2
〈x− y,HF (y)(x− y)〉

=
1

2
〈b, y〉 − 〈b, y〉+ 0 +

1

2
〈x− y,A(x− y)〉

= −1

2
〈b, y〉+ 0 +

1

2
〈x− y,A(x− y)〉

= −1

2
(b1 + b2) + (x1 − 1)2 +

5

2
(x2 − 1)2 − (x1 − 1)(x2 − 1).

(e) En déduire que la fonction F admet un minimum global sur R2, que l’on précisera.

F (x) +
1

2
〈b, y〉 = (x1 − y1)2 − (x1 − y1)(x2 − y2) +

5

2
(x2 − y2)2

= (x1 − y1 −
1

2
(x2 − y2))2 +

(
5

2
− 1

4

)
(x2 − y2)2

= (x1 − y1 −
1

2
(x2 − y2))2 +

9

4
(x2 − y2)2 ≥ 0

Donc le minimum de F est atteint quand x2 = y2 = 1 et x1 = y1 = 1. et F (1, 1) = −5/2

Un endomorphisme symétrique f de Rn est dit positif si, pour tout x de Rn, 〈f(x), x〉 ≥ 0.

On dit de même qu’une matrice symétrique M ∈ Mn(R) est positive si l’endomorphisme
de Rn associé à M est positif, et qu’elle est définie positive si ce même endomorphisme est
défini positif, i.e. pour tout x de Rn, x non nul, 〈f(x), x〉 > 0.
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2. (a) Montrer qu’une matrice symétrique M ∈ Mn(R) est positive si et seulement si son
spectre σ(M) est inclus dans R+.
Soit x un vecteur propre associé à λ ∈ σ(M) alors 0 ≤ 〈Mx, x〉 = λ‖x‖2 montre que
λ ∈ R+.

(b) Montrer qu’une matrice symétrique M ∈ Mn(R) est définie positive si et seulement si
son spectre σ(M) est inclus dans ]0,+∞[.
Soit x un vecteur propre associé à λ ∈ σ(M) alors 0 < 〈Mx, x〉 = λ‖x‖2 montre que
λ ∈]0,+∞[.

3. On suppose dans cette question que la matrice M ∈ Mn(R) est symétrique positive, que c
est un vecteur de Rn et on définit l’application

∀x ∈ Rn, G(x) =
1

2
〈Mx, x〉 − 〈c, x〉.

(a) Prouver que, pour tout couple (x, h) de vecteurs de Rn×Rn, on a : 〈Mx, h〉 = 〈Mh, x〉.
〈Mx, h〉 = (Mx)Th = xTMTh = xTMh = 〈x,Mh〉 = 〈Mh, x〉.

(b) On pose ∇G(y) = My− c pour tout y ∈ Rn. Donner la forme de la fonction R : Rn → R
telle que

∀(x, h) ∈ Rn × Rn, G(x+ h) = G(x) + 〈∇G(x), h〉+R(h).

R(h) =
1

2
〈Mh, h〉.

(c) On suppose qu’il existe un vecteur x0 ∈ Rn tel que G(x) ≥ G(x0) pour tout x ∈ Rn.
En observant que G(x0 + th) ≥ G(x0) pour tout h ∈ Rn et tout t ∈ R, montrer que
∇G(x0) = 0.
0 ≤ 〈∇G(x0), th〉 + R(th) = t〈∇G(x0), h〉 + t2R(h) est un polynôme de degré 2 en la
variable t. Cela impose que le coefficient devant t est nul.

4. On suppose que la matrice M ∈Mn(R) est symétrique définie positive.

(a) Montrer qu’il existe un unique x0 ∈ Rn tel que G(x0) = inf
x∈Rn

G(x), et le déterminer en

fonction de M et c.
S’il existe un minimum x0 alors il vérifie l’hypothèse de la question (c) d’où ∇G(x0) = 0.
Puisque M est définie positive alors R est une fonction positive qui ne s’annule qu’en
h = 0. Ainsi G(x) = G(x0) + R(x0 − x) > G(x0) pour tout x 6= x0 d’où l’unicité. Pour
l’existence, il suffit de voir que x0 = M−1c vérifie l’yhpothèse ∇G(x0) = 0 et en utilisant
encore G(x) = G(x0) +R(x0−x) > G(x0), on a bien la relation G(x) ≥ G(x0) pour tout
x ∈ Rn.

(b) Soit v ∈ Rn et d ∈ Rn avec d non nul. Montrer qu’il existe un unique r ∈ R tel que
G(v − rd) = inf

s∈R
G(v − sd).

G(v−sd) = G(v)−s〈∇G(v), d〉+s2R(d). Donc c’est un polynôme de degré 2 en la variable
s de coefficient dominant positif R(d) non nul. Il admet donc un unique minimum.

(c) Exprimer r en fonction de v, d, M et c.

C’est évidemment r =
〈∇G(v), d〉

2R(d)
=
〈Mv − c, d〉
〈Md, d〉

. Le dénominateur est non nul car M

est définie positive de d est non nul.
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2.2 Deuxième partie

On note L(Kn) l’ensembles des endomorphismes de Kn. On note Pf le polynôme caractéristique
d’un endomorphisme f ∈  L(Kn). Un endomorphisme f ∈ L(Kn) est dit cyclique s’il existe
un entier naturel non nul p et un vecteur a ∈ Kn tels que :

Cpa = {a, f(a), . . . , fp−1(a)}

soit une partie génératrice de Kn de cardinal p, stable par f , c’est à dire :
— Cpa est une famille génératrice de Kn,
— Cpa possède p éléments deux à deux distincts,
— f(Cpa) ⊂ Cpa .
Une telle partie Cpa est nommée cycle de f au point a et on dit que f est cyclique d’ordre p.

5. (a) Pour quel(s) entier(s) n ∈ N non nul, un projecteur h de L(Kn) peut-il être cyclique ?
Soit h un projecteur alors pour tout a ∈ Kn, h(h(a)) = h(a). Donc la famille Cpa ne
peut posséder p éléments distincts que si p ≤ 2. Donc Kn doit être de dimension 1 ou
2. Le cas de la dimension 0 est exclu car n et p sont des entiers naturels non nuls. La
dimension 1 est triviale, car tout élément a non nul forme un cycle car h(a) = a lorsque
h est un projecteur non nul. La dimension 2 est possible s’il existe a ∈ Kn non colinéaire
à h(a) 6= 0 afin d’assurer le caractère générateur de la famille. On pose F le noyau de h
et G son sous-espace stable, alors pour tout (f, g) ∈ F ×G non nuls on a

G 3 g = h(g) + h(f) = h(g + f) 6= g + f ∈ G+ F.

Donc a := f + g et h(a) ne sont pas colinéaires et h(a) 6= 0.

(b) Comment s’écrit alors un cycle de h ?
Un cycle de h s’écrit alors {a} en dimension 1 ou {a, h(a)} en dimension 2.

6. On considère B = (e1, . . . , en) la base canonique de Cn.

(a) Soit f l’endomorphisme de Cn avec n ≥ 2 dont la matrice dans la base canonique est :

0 . . . 0 0 0

1
. . .

...
...

...

0
. . . 0

...
...

...
. . . 1 0 0

0 . . . 0 1 1


Montrer que f est cyclique et expliciter un cycle de f .
Prenons a = (1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n-1

) = e1 ∈ Kn alors f(a) = (0, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n-2

) = e2 et par récurrence

sur p on a fp−1(a) = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
p-1

, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n-p

) = ep. Donc les éléments d’un cycle de taille

p sont distincts deux à deux dès que p ≤ n. De plus il est clair que la famille Cpa est
génératrice quand p = n, car on a construit les n éléments de la base canonique. La
stabilité f(Cna ) ⊂ Cna est assurée par f(fn−1(a)) = f(en) = en = fn−1(a).
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(b) Déterminer le rang de f .
L’image de f est au moins composée de (e2, . . . , en) donc le rang de f est au moins
n − 1. On a une ligne nulle dans la matrice de f donc son rang est au plus n − 1. D’où
rg f = n− 1.

(c) L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?
Le polynôme caractéristique de f est calculable assez trivialement par récurrence, c’est
(−X)n−1(1 − X). Donc la valeur propre 0 est de multiplicité n − 1. Mais un élément

x =

n∑
i=1

λiei du noyau de f est tel que

0 = f

(
n∑
i=1

λiei

)
=

n−2∑
i=1

λiei+1 + λn−1en + λnen

donc λ1 = · · · = λn−2 = 0 et λn−1 = −λn. Donc le noyau de f est de dimension 1, ce
qui est une contradiction avec la diagonalisibilité dès que n− 1 6= 1 i.e. n 6= 2. Si n = 2
(n = 1 est exclu par l’énoncé), f vérifie f(e1 − e2) = e2 − e2 = 0 et f(e2) = e2 qui est
donc diagonal dans la base (e1 − e2, e2) de valeurs propres 0 et 1.

7. Soit f ∈ L(Kn) cyclique d’ordre p.

(a) Justifier que p ≥ n.
Pour qu’une famille de cardinal p soit génératrice de Kn il faut p ≥ n.

(b) Montrer que f est au moins de rang n− 1.
Soit p tel que Cpa soit un cycle, alors Cpa ⊂ V ect(Im(f), {a}). Donc Kn = V ect(Cpa) ⊂
V ect(Im(f)) + Vect({a}). Ceci impose que la dimension de Im(f) est au moins n− 1 d’où
l’inégalité sur le rang.

8. Soit f ∈ L(Kn) un endomorphisme cyclique et Cpa un cycle de f . Soit m le plus grand entier
tel que la famille F = (a, f(a), ..., fm−1(a)) soit libre.

(a) Prouver que ∀k ≥ m, fk(a) ∈ V ect(F).
La famille (a, f(a), ..., fm(a)) n’est pas libre donc il existe une combinaison linéaire non

triviale telle que

m∑
i=0

λif
i(a) = 0. Clairement λm ne peut pas être nul sinon, cela contre-

dit le caractère libre de F . Donc fm(a) = −
m−1∑
i=0

λi
λm

f i(a) ∈ V ect(F). Par récurrence,

supposons la propriété vraie jusqu’au rang k. Alors fk+1(a) = f(fk(a)) donc il existe
une combinaison linéaire telle que

fk+1(a) = f

(
m−1∑
i=0

µif
i(a)

)
=

m−2∑
i=0

µif
i+1(a) + µm−1f

m(a)

=

m−1∑
i=1

µi−1f
i(a)− µm−1

m−1∑
i=0

λi
λm

f i(a)

= −µm−1
λ0
λm

a+

m−1∑
i=1

(
µi−1 − µm−1

λi
λm

)
f i(a) ∈ V ect(F).

9



(b) En déduire que la famille (a, f(a), ..., fn−1(a)) est une base de Kn.
Si p ≤ m alors F est libre et génératrice car elle contient Cpa . Donc c’est une base. Si
m ≤ p, par la question (a), on a montré que V ect(F) est stable par f , alors V ect(F) =
V ect(Cpa) = Kn. La famille Cma est libre et génératrice, donc c’est bien une base. A
fortiori on a bien m = n.

9. Soit (x, y) ∈ C2 et f l’endomorphisme de C2 de matrice dans la base canonique :(
0 x
1 y

)
On suppose que 1 n’est pas valeur propre de f . Déterminer les valeurs (si elles existent) de
x et y pour que f soit cyclique d’ordre 2.
On cherche a = (a1, a2) tel que {(a1, a2), b := (xa2, a1 + ya2)} soit un cycle. Déjà la stabilité
f(b) = (xa1 + xya2, xa2 + ya1 + y2a2). Mais 1 n’est pas valeur propre donc f(b) 6= b. Ceci
impose f(b) = a d’où xa1 + xya2 = a1 et xa2 + ya1 + y2a2 = a2. On obtient un système
linéaire en (x− 1, y) et en (a1, a2).(

x− 1 xy

y x− 1 + y2

)(
a1
a2

)
=

(
0
0

)
=

(
a1 xa2
a2 a1 + ya2

)(
x− 1
y

)
Si y = 0 alors le système donne trivialement x = 1 car a 6= 0. Or x = 1 est exclu car alors 1
serait valeur propre. Comme la famille doit être génératrice et libre, alors∣∣∣∣ a1 xa2

a2 a1 + ya2

∣∣∣∣ 6= 0

La matrice est donc inversible et les seules solutions du système sont x = 1 et y = 0. Il n’y
a donc aucun endomorphisme cyclique de cette forme. Ceci impose en particulier que tout
endomorphisme cyclique de cette forme admet 1 comme valeur propre. D’où une équation
pour x qui donne (

0 1− y
1 y

)
.
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Exercice n° 1 

Soit 
























111

111

111

A  

1. Trouver un polynôme P de degré 2 ayant deux racines réelles distinctes tel que P(A)=0. 

On vérifie que 02)( 2  IAAAP  (Cayley-Hamilton), en calculant )( IADet   

2. Calculer le reste de la division euclidienne de nX  par )(XP , où n est un entier naturel 

strictement supérieur à 2. 

Le reste de la division euclidienne de nX  par )(XP est un polynôme de degré 1. 

baXXQIXXX n  )()2( 2
 

Pour X=1, on obtient a+b=1 

Pour X=-2, on obtient ban  2)2(  

En conclusion : 
3

)2(2
;

3

)2(1 nn

ba





  

3. Pour n entier strictement positif, calculer nA  et résoudre le système : nn UAU 1 , où 



















n

n

n

n

z

y

x

U avec la condition initiale 


















1

1

1

0U  

On a : 02et)()2( 22  IAAbIaAAQIAAAn
, donc 



























abaa

aaba

aaab

bIaAAn
 

La résolution du système donne 0UAU n

n   et plus précisément 


























)2)1(1(
3

1

)2)1(1(
3

1
3

)2)1(1(
3

1

1

2

1

nn

n

nn

n

nn

n

abz

bay

abx

 

 

Exercice n° 2 

Soit   Rf ,0:  définie par :   1/15 1)(
  xexxf   

1. Calculer la limite de f en zéro et en plus l’infini.  Montrer que f admet un maximum. 

0
1

)(
5

0





  xxx e

x
LimtfLim , et 0

5

1
)(

4

0

5

0





 

x
x

x
xt e

x
Lim

e

x
LimtfLim , d’après la règle de 

l’Hôpital. Du fait des limites précédentes, de la continuité et de la positivité de f, elle 

admet un maximum. 

2. Soit )max(0 fArgx  , montrer que 0)1(5 00 /1/1

0 
xx

eex  

f est dérivable, donc si 0x réalise un maximum pour f, on doit avoir : 























































































000000

11

0

2
1

7

0

2

0

1
2

1

5

0

1
1

6

00 151115)('
xxxxxx

eexexxeexexxf  

Donc 0)(' 0 xf si et seulement si 0)1(5 00 /1/1

0 
xx

eex  

3. Soit  tetg  15)( . Montrer que l’équation 0)1(5
/1/1


xx

eex , x>0 est 

équivalente à ttg )( , où t est strictement positif. 

On pose 
t

x
1

  et l’équation 0)1(5
/1/1


xx

eex est équivalente à 

  tetg t  15)(  

4. Montrer qu’il existe une unique solution   de l’équation ttg )(  dans l’intervalle  5,4   



On a   05)('  tetg , donc g est strictement croissante. Puis 490,4)4( g  ; 

596,4)5( g . Ainsi    5,4)5,4( g  et 
 

15)( 4'

5,4

 etgSup , on a donc une 

contraction et d’après le théorème du point fixe , il existe une unique solution à 

l’équation ttg )(  dans l’intervalle  5,4 .  

Pour 5lnt , 1)(' tg , alors la fonction ttg )( est strictement croissante pour 5lnt  

Comme 0)0( g , on a : 5lnpour)(  tttg  

Pour 5lnt , la fonction ttg )( est strictement décroissante, donc elle admet au plus 

une racine qui doit être celle trouvée à la question précédente dans l’intervalle  5,4 . 

On peut aussi étudier directement ttgth  )()(  

5. Déduire que  f  possède un unique maximum. 

On sait que  f  possède un maximum et qu’il est unique d’après la question précédente : 



1
0 x  

Exercice n° 3 

On considère A et B deux matrices carrées symétriques réelles d’ordre n (entier strictement 

positif) 

1. Montrer que la matrice AB-BA n’a que des valeurs propres imaginaires pures. 

On vérifie que AB-BA est une matrice antisymétrique. Posons C=AB-BA. Cette matrice 

est diagonalisable dans l’ensemble des nombres complexes. Si   est une valeur propre 

complexe et u un vecteur propre associé, on a : uCu  . 

D’où 
2''

uuuCuu   et 
2''

uuCu  (i). 

Par ailleurs, 
''''' )()( uCuuCu   et 

'''

uCu  , puis en multipliant par u à 

droite, on obtient : 
2''

uuuCuu   (ii) 

En comparant (i) et (ii), on trouve   et les valeurs propres sont des imaginaires 

purs. 

2. On suppose de plus que A et B sont définies positives, étudier le signe de Tr(AB), où Tr 

désigne la trace de la matrice. 

Il existe une base orthonormée pour la forme hermitienne associée à A et orthogonale 

pour la forme hermitienne associée à B. Soit P la matrice de passage associée à cette 

base, alors PDPBPPA '' et  , où D est la matrice diagonale à coefficients 

strictement positifs )( ijd . Notons )( ijdInfd  , on a : 

)()()()( 2'''' ATrdDPPPPTrPDPPPTrABTr   



Si )( ijaA  , comme elle est symétrique, on obtient :   0)()( 22

ijaATr , car sinon 

on aurait A=0, donc 0)( ABTr  

3. Soit M une matrice carrée antisymétrique réelle. Montrer que I+M est inversible et 

déterminer la nature de la matrice 
1))((  MIMI  

Supposons que I+M ne soit pas inversible, il existe alors un vecteur u non nul tel que 

0)(  uMI , d’où uMu  . Par transposition, 
'''

' uMu  et 
2''

' uuMu   

D’autre part, la matrice étant antisymétrique, uuM ' et 
2''

' uuMu  , on obtient alors 

22
uu  et u =0, ce qui conduit à une contradiction. 

La matrice 
1))((  MIMID existe d’après ce qui précède. 

D est orthogonale si et seulement si 1'  DD . On obtient : 

111' ))(()()(   MIMIDetMIMID . 

On a l’égalité si 
11 )()(   MIMMMI . Cette relation est obtenue à partir de 

l’égalité )()( MIMMMI  en la multipliant à gauche et à droite par 
1)( MI .  

On montre de même que I-M est inversible. La matrice D est donc orthogonale. 

Exercice n° 4 

On considère les suites )( nu  et )( n définies par les relations de récurrence : 

1

11 ;
2

1



 



n

n

n

n

n
u

u
u


  

1. Montrer que pour 01 u et 21  , il existe deux autres suites )( n et )( n telles que 

pour tout entier n strictement positif, on a : 

2/0);(sin);(cos   nnnnnnu  . Montrer que la suite )( n  est 

convergente, on précisera sa limite. 

Montrons par récurrence sur n, la propriété : 




















n

n

nnnnn uunP
2

sin2;
2

cosvalentetexistentet:)(





  

La propriété est vraie pour n=1. 



Comme nu est positif, 1nu existe et vaut 




















 11

2
cos

2

2
cos1

n

n

nu




 

Et 


































 1

1

1

1
2

sin2

2
cos

2
sin2

n

n

n

n

n

n

n

n
u








  

On pose alors n

nnn 2;
2

 


 . 




 


















n

n

nn

n

n
n

n
LimLimLim

2
2

2
sin2  

2. En utilisant la formule de Taylor, montrer que, pour tout 1n , on a l’inégalité : 

nn
46

3





 . En déduire un entier N tel que : 610 N  

Rappelons que : 1)(sin )12(  xp . L’inégalité de Taylor-Lagrange à l’ordre 2p+1 

appliquée à la fonction sinus entre 0 et x donne : 

)!32()!12(
)1()sin(

32

1

12














p

x

k

x
x

p
p

k

k
k

 

En particulier pour p=0 et 
n

x
2


 , on en déduit : 

nnn

n

n
8622

sin2
3














  et on peut prendre N=8 (en passant au 

logarithme), car 
6

3

10
86


 N


 

Exercice n° 5 

On considère l’espace vectoriel 4R  rapporté à une base orthonormée B. On désigne par 

),,,( tzyx les composantes d’un vecteur dans cette base. Soit  f  l’endomorphisme de 4R , 

associé, dans la base B, à la matrice suivante : 

























0201

2421

0201

1110

M  

1.  Déterminer l’image de  f. 

Soit ),,( 4,321 eeeeB  . On constate que )()(2)();()( 21342 efefefefef  , donc 

l’image de f est engendrée par les deux vecteurs )(),( 12 efef qui forment une base. 

2. La matrice M est-elle diagonalisable ? Si oui, donner la matrice diagonale semblable. 

152;152);double(00)114()(det 22  IM .  

La matrice M est diagonalisable si et seulement si le sous espace propre associé à la 

valeur propre 0 est de dimension 2. 

Résolvons .0Mu On obtient que ce sous espace est engendré par les deux vecteurs 

indépendants : (-2,0,1,0) et (0,1,0,-1), donc M est diagonalisable  

On peut aussi remarquer que la matrice est symétrique donc diagonalisable. 

La matrice diagonale semblable s‘écrit : 


























152000

015200

0000

0000

D  

 

3. Déterminer le rang de la forme quadratique définie sur 4R  par :  

ztyzxtxzxyztzyxq 442224),,,( 2   

Cette forme quadratique est associée à la matrice M, donc son rang est égal à 2. 

4. On considère le système d’équations : 

22)1(;2242;12;1 2  zymxptzyxmzxtzy ,  où m et p 

sont des paramètres réels. 

- Résoudre le système homogène associé 

Soit A la matrice su système. 

Si m=1, alors A=M et les solutions du système homogène correspondent au noyau de  f 

ou encore au sous espace vectoriel propre associé à la valeur propre 0 : (-2,0,1,0) et 

(0,1,0,-1), 



Si 1m ,f est bijective et l’ensemble des solutions se réduit au vecteur nul. 

- Discuter l’existence de solutions de ce système en fonction de m et p. 

Si 1m ,f est bijective et il existe une solution unique. 

Si m=1, il existe un sous espace affine de solutions si et seulement si 

fp Im)2;2,2,1(  . Comme fIm est caractérisée par : T=Y et Z=2X+Y, ceci donne : 

p+2=2+2, soit p=2. 
 

Exercice n° 6 

Soient f  et g deux applications numériques définies sur  ,0 , où f est convexe et g affine. 

On suppose que : 

)()(,0)1( xgxfx  et 

)1()1()2( gf   

Comparer f et g. 

On suppose que gf  . Alors )()(,1,0 ygyfyy  et même )()( ygyf  . 

Comme g est une fonction affine, bayyg )(  et comme f est convexe :  

 1,0),)(1()()1()1()()1)1((   baygfyfyf  

Et pour 1 , babagf  )1()1( , d’où la contradiction et les deux fonctions sont 

égales. 
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